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ΘΕΜΑ Β 
 
Β1. Tο πεδίο ορισμού της σύνθετης συνάρτησης ℎ = 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 είναι: 

𝛢𝛢ℎ = �
𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝑔𝑔
𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅

𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝐴𝐴𝑓𝑓
= �

𝑥𝑥 ≥ 0
𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅

√𝑥𝑥 ≤ 1
= �

𝑥𝑥 ≥ 0
𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅
𝑥𝑥 ≤ 1

= [0,1] 

Ο τύπος της σύνθετης συνάρτησης είναι: 
ℎ(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)� = √𝑥𝑥

4
− 2√𝑥𝑥

2
+ 1 = 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥 + 1 = (𝑥𝑥 − 1)2 

 
Β2. Η ℎ(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥 − 1)2, 𝑥𝑥 ∈ [0,1] είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού 
της με πρώτη παράγωγο: 
ℎ′(𝑥𝑥) = ((𝑥𝑥 − 1)2)′ = 2(𝑥𝑥 − 1) ≤ 0 ∀𝑥𝑥 ∈ [0,1], με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥𝑥 = 1, 
άρα η συνάρτηση ℎ είναι γνησίως φθίνουσα και άρα είναι "1 − 1".  
 
Για την αντίστροφη συνάρτηση ℎ−1(𝑥𝑥) λύνουμε την εξίσωση ως προς 𝑥𝑥: 
𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥) ⇒ 𝑦𝑦 = (𝑥𝑥 − 1)2 ⇒ �𝑦𝑦 = |𝑥𝑥 − 1| ⇒ �𝑦𝑦 = −(𝑥𝑥 − 1) ⇒ 𝑥𝑥 = 1 −�𝑦𝑦 
Έτσι ℎ−1(𝑥𝑥) = 1 − √𝑥𝑥 με πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών της συνάρτησης ℎ: 
𝐴𝐴ℎ−1 = ℎ(𝐴𝐴) = [ℎ(1), ℎ(0)] = [0,1] 
 
Β3. Η δεδομένη συνάρτηση είναι  
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𝜑𝜑(𝑥𝑥) =

⎩
⎨

⎧1 − √𝑥𝑥
1 − 𝑥𝑥

, 𝑥𝑥 ∈ [0,1)

1
2

     , 𝑥𝑥 = 1
 

(i) Για 𝑥𝑥 ∈ [0,1)  η 𝜑𝜑 είναι συνεχής ως πράξεις μεταξύ συνεχών συναρτήσεων. 
Ελέγχουμε τη συνέχεια της συνάρτησης στο σημείο 𝑥𝑥0 = 1 

lim
𝑥𝑥→1−

1 − √𝑥𝑥
1 − 𝑥𝑥

= lim
𝑥𝑥→1−

�1 − √𝑥𝑥��1 + √𝑥𝑥�
(1 − 𝑥𝑥)�1 + √𝑥𝑥�

= lim
𝑥𝑥→1−

1 − 𝑥𝑥
(1 − 𝑥𝑥)�1 + √𝑥𝑥�

=   

lim
𝑥𝑥→1−

1
1 + √𝑥𝑥

=
1
2

= 𝜑𝜑(1) 

Άρα η συνάρτηση είναι συνεχής στο [0,1]. 
Επίσης είναι 

�
𝜑𝜑(0) = 1

𝜑𝜑(1) =
1
2
⇒ 𝜑𝜑(0) ≠ 𝜑𝜑(1) 

Επομένως ισχύουν οι προϋποθέσεις του θεωρήματος ενδιάμεσων τιμών. 

(ii) Αφού 𝜋𝜋
6

< 𝜅𝜅 < 𝜋𝜋
2

𝜂𝜂𝜂𝜂𝑥𝑥 ↗ 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 �0,𝜋𝜋2������������ 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜋𝜋
6

< 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜅𝜅 < 𝜂𝜂𝜂𝜂 𝜋𝜋
2
⇒ 1

2
< 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜅𝜅 < 1 ⇒  

𝜑𝜑(1) < 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜅𝜅 < 𝜑𝜑(0) 
Άρα από Θ.Ε.Τ. από (i) υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥𝑥0 ∈ (0,1) ώστε 𝜑𝜑(𝑥𝑥0) = 𝜂𝜂𝜂𝜂𝜅𝜅. 

 
ΘΕΜΑ Γ 
 

Γ1.  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = �−2          , 𝑥𝑥 < −1
3𝑥𝑥2 − 1, 𝑥𝑥 > −1 

• Για 𝑥𝑥 < −1: 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = −2 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥 + 𝑐𝑐1 
• Για 𝑥𝑥 > −1: 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 1 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐2 

• Για 𝑥𝑥 = 0: 𝑓𝑓(0) = 𝑐𝑐2
𝑓𝑓(0)=0 𝛿𝛿𝛿𝛿ό𝜎𝜎𝛿𝛿 𝛰𝛰(0,0)∈𝐶𝐶𝑓𝑓
����������������� 𝑐𝑐2 = 0 

• Η συνάρτηση είναι συνεχής στο ℝ: lim
𝑥𝑥→−1− 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥→−1+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒   

2 + 𝑐𝑐1 = 0 ⇒ 𝑐𝑐1 = −2 
 

Άρα 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �−2𝑥𝑥 − 2          , 𝑥𝑥 ≤ −1
𝑥𝑥3 − 𝑥𝑥             , 𝑥𝑥 > −1 

 
Γ2. Η εξίσωση της ζητούμενης εφαπτομένης στο 𝛢𝛢�𝑥𝑥0,𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� είναι  
𝑦𝑦 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0) ⇒  
𝑦𝑦 − (𝑥𝑥03 − 𝑥𝑥0) = (3𝑥𝑥02 − 1)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0)  
 
Δίνεται ότι η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο (0,−2), έτσι 
−2 − 𝑥𝑥03 + 𝑥𝑥0 = −3𝑥𝑥03 + 𝑥𝑥0 ⇒ 
2𝑥𝑥03 = 2 ⇒ 𝑥𝑥0 = 1 
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Η τιμή της συνάρτησης για 𝑥𝑥0 = 1 είναι 𝑓𝑓(1) = 0.  
Άρα 𝜀𝜀:𝑦𝑦 − 𝑓𝑓(1) = 𝑓𝑓′(1)(𝑥𝑥 − 1) ⇒ 𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥 − 2 
 
Γ3. Γραφικά έχουμε: 

 
 
 
Για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 

(𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭𝛭) = 𝛦𝛦(𝑡𝑡) =
1
2

(𝛭𝛭𝛭𝛭) ⋅ (𝛭𝛭𝛭𝛭) =
1
2

(𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 2)(2𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 2) = (𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 2)(𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 1) 

= 𝑥𝑥2(𝑡𝑡) − 3𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 2 
 
Ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 𝛦𝛦(𝑡𝑡) είναι 
𝐸𝐸′(𝑡𝑡) = 2𝑥𝑥(𝑡𝑡)𝑥𝑥′(𝑡𝑡) − 3𝑥𝑥′(𝑡𝑡) 
 
Την χρονική στιγμή 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡0 έχουμε 𝑥𝑥(𝑡𝑡0) = 3,𝑦𝑦(𝑡𝑡0) = 4, 𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) = 2 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇./𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠, τότε ο 
ρυθμός μεταβολής είναι:  
𝛦𝛦′(𝑡𝑡0) = 2𝑥𝑥(𝑡𝑡0)𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) − 3𝑥𝑥′(𝑡𝑡0) = 2 ⋅ 3 ⋅ 2 − 3 ⋅ 2 = 6 𝜏𝜏. 𝜇𝜇. 
 
Γ4. Σημειώνουμε ότι για 𝑥𝑥 →  −∞ είναι −𝑥𝑥 → +∞ άρα 𝑓𝑓(−𝑥𝑥) = (−𝑥𝑥)3 + 𝑥𝑥. 

𝐿𝐿 = lim
𝑥𝑥→−∞ 

�
𝜂𝜂𝜇𝜇𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑓𝑓(𝑥𝑥) +

𝑓𝑓(−𝑥𝑥)
1 − 𝑥𝑥3�

= lim
𝑥𝑥→−∞ 

�
𝜂𝜂𝜇𝜇(−2𝑥𝑥 − 2)
−2𝑥𝑥 − 2

+
(−𝑥𝑥)3 + 𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥3 � 

 
• �𝜂𝜂𝜂𝜂(−2𝑥𝑥−2)

−2𝑥𝑥−2
� = |𝜂𝜂𝜂𝜂(−2𝑥𝑥−2)|

|−2𝑥𝑥−2|
≤ 1

|−2𝑥𝑥−2|
⇒ 

⇒ −
1

|−2𝑥𝑥 − 2| ≤
𝜂𝜂𝜇𝜇(−2𝑥𝑥 − 2)
−2𝑥𝑥 − 2

≤
1

|−2𝑥𝑥 − 2| 

lim
𝑥𝑥→−∞

− 1
|−2𝑥𝑥 − 2| = 0

lim
𝑥𝑥→−∞

1
|−2𝑥𝑥 − 2| = 0

�
𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅ή𝜅𝜅𝜅𝜅𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼𝜅𝜅𝜋𝜋𝜂𝜂𝜋𝜋𝛼𝛼𝜋𝜋ή𝜍𝜍
��������������������� lim

𝑥𝑥→−∞

𝜂𝜂𝜇𝜇(−2𝑥𝑥 − 2)
−2𝑥𝑥 − 2

= 0   
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• lim
𝑥𝑥→ −∞ 

(−𝑥𝑥)3+𝑥𝑥
1−𝑥𝑥3

= lim
𝑥𝑥→ −∞ 

−𝑥𝑥3+𝑥𝑥
−𝑥𝑥3+1

= 1  

 
Άρα 𝐿𝐿 = 1. 

 
ΘΕΜΑ Δ 
 
Δ1. i) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (0, +∞) ως άθροισμα και σύνθεση 
παραγωγισίμων με: 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥)  = (𝑥𝑥 − 𝑙𝑙𝑙𝑙3𝑥𝑥)′ = 1 −
1

3𝑥𝑥
(3𝑥𝑥)′ = 1 −

1
𝑥𝑥

 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0 ⇔  1 −
1
𝑥𝑥

= 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 1 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0 ⇔  1 −
1
𝑥𝑥

> 0 ⇔ 𝑥𝑥 > 1 

 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 0 ⇔  1 −
1
𝑥𝑥

< 0 ⇔ 0 < 𝑥𝑥 < 1 

 

Επίσης 𝑓𝑓(1) = 1 − ln 3. 

 

Η f είναι συνεχής και γν. φθιν. στο 𝛢𝛢1 = (0,1] με 

𝑓𝑓(𝛢𝛢1) = 𝑓𝑓�(0,1]� = �𝑓𝑓(1), lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = [1 − ln 3 , +∞) 

𝑓𝑓(1) = 1 − ln 3 < 0 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾ί 𝑒𝑒 < 3 ⇒ ln 𝑒𝑒 < ln 3 ⇒ 1 < ln 3 

lim
𝑥𝑥⟶0+

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶0+

(𝑥𝑥 − ln(3𝑥𝑥))
𝑢𝑢=3𝑥𝑥
���� 

0 − lim
𝑢𝑢⟶0+

ln𝑢𝑢 = 0 − (−∞) = +∞ 

Αφού 0 ∈  𝑓𝑓(𝛢𝛢1) τότε η εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 έχει λύση 𝑥𝑥1 ∈ (0,1)  η οποία είναι μοναδική 
διότι η 𝑓𝑓 είναι γν. φθ. στο Α1. 

Η f είναι συνεχής και γν. αυξ. Στο 𝛢𝛢2 = [1, +∞) με 
𝑓𝑓(𝛢𝛢2) = 𝑓𝑓�[1, +∞)� = �𝑓𝑓(1), lim

𝑥𝑥⟶+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = [1 − ln 3 , +∞) 

lim
𝑥𝑥⟶+∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

(𝑥𝑥 − ln(3𝑥𝑥)) = lim
𝑥𝑥⟶+∞

�𝑥𝑥 �1 −
ln 3𝑥𝑥
𝑥𝑥 �� = +∞ 

γιατι lim
𝑥𝑥⟶+∞

ln3𝑥𝑥
𝑥𝑥

=⏟
𝐷𝐷.𝐿𝐿.𝐻𝐻.

lim
𝑥𝑥⟶+∞

1
3𝑥𝑥(3𝑥𝑥)′

(𝑥𝑥)′
= lim

𝑥𝑥⟶+∞

1
𝑥𝑥

= 0 

 
Αφού 0 ∈ 𝑓𝑓(𝛢𝛢2) τότε η εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 έχει λύση 𝑥𝑥2 ∈  (1, +∞)  η οποία είναι 
μοναδική διότι η 𝑓𝑓 είναι γν. αυξ. στο 𝛢𝛢2. 
Το συνολο τιμων της 𝑓𝑓 είναι [1 − ln 3 , +∞). 
Τελικά η εξίσωση 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2  με 𝑥𝑥1 < 1 < 𝑥𝑥2. 
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ii) Η συνάρτηση 𝑓𝑓′ είναι παραγωγίσιμη ως διαφορά παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο 
(0, +∞). Έτσι  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 1 −
1
𝑥𝑥
⇒ 𝑓𝑓′′(𝑥𝑥) =

1
𝑥𝑥2

> 0 ∀𝑥𝑥 ∈ (0, +∞) 

Επομένως η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι κυρτή.  
 

Δ2. Σημεία τομής 𝐶𝐶𝑓𝑓 με 𝑥𝑥′𝑥𝑥: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ⇒ �
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥1
𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2 

Η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο [𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2] 

• Για 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥 < 1
𝑓𝑓↘
�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 

• Για 1 < 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥2
𝑓𝑓↗
�� 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 

Άρα 𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 0 στο [𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2]. 
Άρα το εμβαδόν είναι 

𝐸𝐸(𝛺𝛺) = � |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
= � −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
= � (ln 3𝑥𝑥 − 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
= 

� ln 3𝑥𝑥  𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
− � 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
= � (𝑥𝑥)′ ln 3𝑥𝑥  𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
− �

𝑥𝑥2

2 �𝑥𝑥1

𝑥𝑥2

= 

[𝑥𝑥 ln 3𝑥𝑥]𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 − � 𝑥𝑥 ⋅

1
𝑥𝑥

 𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑥𝑥2

𝑥𝑥1
− �

𝑥𝑥22

2
−
𝑥𝑥12

2
� = 

𝑥𝑥2  ln 3𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1  ln 3𝑥𝑥1 − [𝑥𝑥]𝑥𝑥1
𝑥𝑥2 −

𝑥𝑥22

2
+
𝑥𝑥12

2
  

Όμως  
• 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑥𝑥1 − ln 3𝑥𝑥1 = 0 ⇒ 𝑥𝑥1 = ln 3𝑥𝑥1 
• 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑥𝑥2 − ln 3𝑥𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥𝑥2 = ln 3𝑥𝑥2 

 
Άρα 

𝛦𝛦(𝛺𝛺) = 𝑥𝑥22 − 𝑥𝑥12 − 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1 −
𝑥𝑥22

2
+
𝑥𝑥12

2
=
𝑥𝑥22

2
−
𝑥𝑥12

2
− (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) = 

=
(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1)

2
− (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1) �

𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1
2

− 1� = 

=
1
2

(𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1)(𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥1 − 2). 

 
 
Δ3. Από Δ1, Δ2 είναι  

𝛦𝛦 > 0
𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥1 > 0

� ⇒ 𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 − 2 > 0 ⇒ 𝑥𝑥2 > 2 − 𝑥𝑥1 

 
𝑥𝑥2 > 1

𝑥𝑥1 < 1 ⇒ −𝑥𝑥1 > −1 ⇒ 2 − 𝑥𝑥1 > 1
� ⇒ 

𝑓𝑓↗𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 (1,+∞)
���������� 2 − 𝑥𝑥1 < 𝑥𝑥2 ⇒ 𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥1) < 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) ⇒ 𝑓𝑓(2 − 𝑥𝑥1) < 0. 
 



ΑΡΧΗ 6ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ ΑΠΟ 6 
 

ΤΕΛΟΣ 6ΗΣ ΣΕΛΙΔΑΣ ΑΠΟ 6 

Δ4. Η εξίσωση της εφαπτομένης 𝐶𝐶𝑓𝑓 στο 𝛭𝛭�𝑥𝑥2,𝑓𝑓(𝑥𝑥2)�: 

𝑦𝑦 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2) = 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)  
𝑓𝑓(𝑥𝑥2)=0
������  𝑦𝑦 = 𝑓𝑓′ (𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) 

 
Αφού από Δ1 η 𝑓𝑓 είναι κυρτή ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑦𝑦 , με την ισότητα να ισχύει για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥2, άρα 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2)    (1) 
 
Από Δ1 επίσης ισχύει 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(1) ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 1 − ln 3    (2), με την ισότητα να ισχύει για 
𝑥𝑥 = 1 ≠  𝑥𝑥2. 
(1),(2)
���� 2𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 1 − ln 3 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) ⇒ 
2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + ln 3 > 1 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) 
 
Εφόσον ισχύει η παραπάνω ανισότητα η εξίσωση 
2𝑓𝑓(𝑥𝑥) + ln 3 = 1 + 𝑓𝑓′(𝑥𝑥2)(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2) δεν έχει λύση. 


