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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΩΝ ΓΕΝΙΚΩΝ ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΤΡΙΤΗ 6 ΙΟΥΝΙΟΥ 2023 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολ. Βιβλίο σελ. 111 

Α2. Σχολ. Βιβλίο σελ. 104 

Α3. Σχολ. Βιβλίο σελ. 128 

Α4.  α) Λ   β) Λ  γ) Λ δ) Σ ε) Σ 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. 

Έχουμε Dh = (0, +∞) και Dg = ℝ . Για να ορίζεται η συνάρτηση f=goh πρέπει:

x ∈ Dh και h(x) ∈ Dg

x ∈ (0, +∞)  και  𝑙𝑛𝑥 ∈ ℝ 

Αρα D𝑓 = D𝑔𝑜ℎ = (0, +∞) 

𝑓(𝑥) = (𝑔𝑜ℎ)(𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥)) =
4 − 𝑒2ℎ(𝑥)

𝑒ℎ(𝑥)
=

4 − 𝑒2𝑙𝑛𝑥

𝑒ℎ(𝑥)
=

4 − 𝑥2

𝑥

Β2. 

i.) Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο D𝑓 ως ρητή με:

𝑓 ′(𝑥) = (
4 − 𝑥2

𝑥
)

′

=
(4 − 𝑥2)′𝑥 − (4 − 𝑥2)𝑥′

𝑥2
=

−2𝑥2 − 4 + 𝑥2

𝑥2

= −
𝑥2 + 4

𝑥2
< 0 

για κάθε x>0. 

αρα η f γν.φθιν στο (0, +∞). 
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ii.) Έχουμε 𝑒 < 𝜋 ⟺ 𝑓(𝑒) > 𝑓(𝜋) ⇔
4−𝑒2

𝑒
>

4−𝜋2

𝜋
⇔ 𝜋(4 − 𝑒2) >

𝑒(4 − 𝜋2) ⇔ 

𝜋(4 − 𝑒2)

𝑒(4 − 𝑒2)
<

𝑒(4 − 𝜋2)

𝑒(4 − 𝑒2)
⇔

4 − 𝜋2

4 − 𝑒2
>

𝜋

𝑒
 

 

Β3. 

Κατακόρυφες: (στο 0) 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

4−𝑥2

𝑥
= +∞ γιατί 

lim
𝑥→0+

4 − 𝑥2 = 4 και lim
𝑥→0+

1

𝑥
= +∞ 

Αρα έχει κατακορυφη ασύμπτωτη την ευθεία x=0 (ο άξονας y’y) 

 

Οριζόντιες/πλάγιες: (στο +∞) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

4 − 𝑥2

𝑥
𝑥

= lim
𝑥→+∞

4 − 𝑥2

𝑥2
= lim

𝑥→+∞

−𝑥2

𝑥2
= lim

𝑥→+∞
(−1) = −1 = 𝜆 

 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝜆𝑥] = lim
𝑥→+∞

4 − 𝑥2

𝑥
+ 𝑥 = lim

𝑥→+∞

4

𝑥
= 0 = 𝛽 

Άρα έχει πλάγια ασύμ. στο  +∞ την 

휀: 𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛽 

휀: 𝑦 = −𝑥 

 

Β4. lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
= lim

𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

4−𝑥2

𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝑥·𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

4−𝑥2  

Έχουμε:  

|𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2)| ≤ 1 

|
𝑥

4 − 𝑥2
𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2)| ≤ |

𝑥

4 − 𝑥2| 
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− |
𝑥

4 − 𝑥2| ≤
𝑥

4 − 𝑥2
𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2) ≤ |

𝑥

4 − 𝑥2| 

Και 

lim
𝑥→+∞

𝑥

4 − 𝑥2
= lim

𝑥→+∞

𝑥

−𝑥2
= lim

𝑥→+∞

1

−𝑥
= 0 

 

Άρα από κριτήριο παρεμβολής εχουμε: 

 lim
𝑥→+∞

𝑥

4−𝑥2 𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2) = 0  

 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. 

∫ xf(x)
3

2

dx = 1 ⇔ ∫ x (
1

𝑥
+ 𝛼)

3

2

dx = 1 ⇔ ∫ (1 + 𝛼𝑥)
3

2

dx = 1 ⇔ 

[𝑥]
3
2

+ 𝑎 [
𝑥2

2
]

3
2

= 1 ⇔ (3 − 2) + 𝛼 (
9

2
−

4

2
) = 1 ⇔ 1 +

5𝛼

2
= 1 ⇔ 𝛼 = 0 

 

Γ2. 

i.) lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

𝑥2−3𝑥+3−1

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

𝑥2−3𝑥+2

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

(𝑥−1)(𝑥−2)

𝑥−1
= −1 

        lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

1

𝑥
−1

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

−(𝑥−1)

𝑥(𝑥−1)
= −1 

Άρα η f παραγ/μη στο 1 με 𝑓 ′(1) = −1 άρα ορίζεται η εφαπτομένη της γρ. 

παρ. της f στο 1. 

 

ii.) Έχουμε 𝑓′(1) = −1 

εφω=-1 

휀𝜑𝜔 = −휀𝜑
𝜋

4
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휀𝜑𝜔 = 휀𝜑
3𝜋

4
 

𝜔 =
3𝜋

4
 

Γ3.  

• Για x<1 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 3  

Αρα x<1 , 2x<2 , 2x-3<-1  αρα   𝑓 ′(𝑥) < 0  αρα f γν φθιν στο 

(−∞, 1) 

 

• Για x ≥ 1     𝑓 ′(𝑥) = −
1

𝑥2 < 0 αρα η f γν.φθιν στο [1, +∞) 

Αρα η f γν. φθιν στο ℝ  άρα 1-1 

𝑥 ∈ 𝐴1 = (−∞, 1) ά𝜌𝛼 𝑓(𝐴1) = ( lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = (1, +∞) 

𝑥 ∈ 𝐴2 = [1, +∞) ά𝜌𝛼 𝑓(𝐴2) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , 𝑓(1)] = (0,1] 

Αρα το συνολο τιμων είναι:  𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴1)𝑈𝑓(𝐴2) = (0, +∞) 

 

Γ4. 

• f(x) = y ⇔
1

x
= −x + 2 ⇔ ⋯ ⇔ x = 1 

• f(x) > y ⇔
1

x
> −x + 2 ⇔  (x − 1)2 > 0 

• y = 0 αρα x = 2 

𝛦(𝛺) = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑦|
𝑒

1

𝑑𝑥 = ∫ |𝑓(𝑥) − 𝑦|
2

1

𝑑𝑥 + ∫ |𝑓(𝑥)|
𝑒

2

𝑑𝑥 

= ∫ (
1

𝑥
+ 𝑥 − 2)

2

1

𝑑𝑥 + ∫
1

𝑥

𝑒

2

𝑑𝑥 = [𝑙𝑛|𝑥|]
2
1

+ [
𝑥2

2
]

2
1

− 2[𝑥]
2
1

+ [𝑙𝑛|𝑥|]
𝑒
2

 

= 𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛1 +
3

2
− 2 + 𝑙𝑛𝑒 − 𝑙𝑛2 =

1

2
 τμ 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  

𝛼𝜑𝜊𝜐 lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−2𝑥

𝑥−1
= 𝑙 ∈ ℝ Πρέπει  

lim
𝑥→1

(𝑓(𝑥) − 2𝑥) = 0 ⇒ lim
𝑥→1

(𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 𝜅 − 2𝑥) = 0 ⇒ 𝑙𝑛1 − 1 + 𝜅 − 2 = 0

⇒ 𝜅 = 3 

Δ2.  

• 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3 𝜇휀 𝜋. 𝜊. 𝐷𝑓 = (0,2)  

Η f παραγ στο (0,2) ως πραξεις παραγ με: 

𝑓′(𝑥) =
−1

2 − 𝑥
+

1

𝑥2
=

𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2(𝑥 − 2)
 

 

x 0 1 2 

𝑥2 + 𝑥 − 2 

- Ο + 

x-2 

-  - 

f’ 

+ Ο - 

f 

↗  ↘ 
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𝑥 ∈ 𝐴1 = (0,1] ⇒ 𝑓(𝐴1) = ( lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) , 𝑓(1)] = (−∞, 2] 

𝑥 ∈ 𝐴2 = (1,2) ⇒ 𝑓(𝐴2) = ( lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥)) = (−∞, 2) 

0 ∈ 𝑓(𝐴1) 𝛼𝜌𝛼 𝜐𝜋ά𝜌𝜒휀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ό 𝑥1 ∈ (0,1) ∶ 𝑓(𝑥1) = 0 

0 ∈ 𝑓(𝐴2) 𝛼𝜌𝛼 𝜐𝜋ά𝜌𝜒휀𝜄 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ό 𝑥2 ∈ (1,2) ∶ 𝑓(𝑥2) = 0 

• 𝛢𝜈 𝜄𝜎𝜒ύ휀𝜄 𝑥1 ≥
1

3
⇒ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓 (

1

3
) ⇒ 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑙𝑛

5

3
⇒ 0 ≥

5

3
 (ά𝜏𝜊𝜋𝜊) ά𝜌𝛼 𝑥1 <

1

3
 

 

Δ3.  

• f συνεχής στο [𝑥1,
1

3
] 

• f παρ/μη στο (𝑥1,
1

3
) 

αρα από ΘΜΤ επάρχει τουλ. ενα 𝜉 ∈ (𝑥1,
1

3
) ∶ 𝑓 ′(𝜉) =

𝑓(
1

3
)−𝑓(𝑥1)

1

3
−𝑥1

=
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
 

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(2 − 𝑥) −
1

𝑥
+ 3 

𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑥 − 2
+

1

𝑥2
  

𝑓 ′′(𝑥) = −
1

𝑥−2
−

2

𝑥3 < 0 άρα f’ γν,φθιν άρα το ξ μοναδικό. 

Δ4.  

i.) Οι F,G αρχικες της f άρα 𝐹′(𝑥) = 𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) αρα 𝐹(𝑥) = 𝐺(𝑥) + 𝑐 

Για 𝑥 = 𝑥1  ⇒  𝐹(𝑥1) = 𝐺(𝑥1) + 𝑐 ⇒  𝐺(𝑥1) + 𝑐 = 0 
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Για 𝑥 = 𝑥2  ⇒  𝐹(𝑥2) = 𝐺(𝑥2) + 𝑐 ⇒  𝐹(𝑥2) = 𝑐 

Αρα  𝐺(𝑥1) + 𝐹(𝑥2) = 0 

 

ii.) Εστω h(x) = 𝑥1𝐹(𝑥) + 𝑥2𝐺(𝑥) − 𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥 

• h συνεχής στο [𝑥1, 𝑥2] 

• ℎ(𝑥1) = ⋯ = −𝑥2𝐹(𝑥2) + 𝑥1 − 𝑥2 

• ℎ(𝑥2) = ⋯ = 𝑥1𝐹(𝑥2) + 𝑥2 − 𝑥1 

𝑥 ∈ 𝐷1 = (𝑥1, 1] ⇒ 𝑓(𝐷1) = (0,2] 

𝑥 ∈ 𝐷2 = (1, 𝑥2) ⇒ 𝑓(𝐷2) = (0,2] 

Εχουμε f(x)>0 στο [𝑥1, 𝑥2] αρα F’(x)>0 στο [𝑥1, 𝑥2] 

Αρα F γν αυξ 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝐹(𝑥1) < 𝐹(𝑥2) ⇒ 0 < 𝐹(𝑥2) Οποτε  

ℎ(𝑥1) = −𝑥2𝐹(𝑥2) + 𝑥1 − 𝑥2 < 0 

ℎ(𝑥2) = 𝑥1𝐹(𝑥2) + 𝑥2 − 𝑥1 > 0 

αρα από Θ Bolzano υπαρχει 𝜌 ∈ (𝑥1, 𝑥2) ∶ ℎ(𝜌) = 0 

ℎ′(𝑥) = 𝑥1𝐹′(𝑥) + 𝑥2𝐺′(𝑥) + 2 = 𝑥1𝑓(𝑥) + 𝑥2𝑓(𝑥) + 2 > 0 

Αρα h γν αυξ. Αρα το ρ μοναδικό. 

 


